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D= getallen -...-3, 2, -1, 0, 1, 2...gehele rationale
getallen, kortweg gehéle getallen; de getallen 0,1,2,3,.... GO
niet-negatieve gehele, en de getallen 1,2,3,.......de pasitieve
geheles getallen, ‘

Als a geheel 1s, is ook -a geheel. Met a en b zijn ook a-b,;
a-b ¢n ab geheel. Uit as>Db volgt a = b+1.
Definitie: Zij a # 0, b willekeurig. b heet door a deelbaar,
als er cen geheel getal q bestaat met b = ga,
b heet dan een veelvoud van a, a is een deler van b,
Schrijfwijze: a/b. Is b niet deelbaar door a, dan schrijft men
a7 b,

Dz volgende stellingen zijn eenvoudig te bewijzen:
1. Ui. 8 b volgt: a/-b; -a/-b; }él/’ib\.
2. Uit a/b en b/c volgt a/c. ( de deelbaarheid is transitaief)
Uit ac/be volgt a/b, en omgekeerd: uit a/b en ¢ ¥ 0 volgt
ac/be.
. Uit a/b volgt &bx voor elke x.
Uit /b, a/c v.lgt: a/b-c en a/b-c.
Uit a/b en a/c volgt a/bx+cy.

W

- O U

. Is a>0 en b willekeurig, dan bestaat er precies €én paar
getallen (q,r) met b = ag+r, 0 = r <« a. Kortweg: deeltal =
delar x quoti&nt + rest. (0 = rest < deler)

Stelling (ontwikkeling in g-tallig stelsel)
7Zij g - 1. Elk getal a2 > 0 kan men op één en slechts één
manier schrijven in de vorm:
- 2 e
a = cotc B + g+ ...rCg

met

I

0, ¢, >0, 0%c,< g (0=1=n)
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Bewiis. 1) de mogelijkheid. 7ij bewijzen dit met volledi-
ge induectie naar a. Voor a = 1 duidelijk. Stel voor ax>1 en
1,2+0.,a-1 is de stelling bewezen. a ligt dan zeker in één
der intervallen:

12 awg, g at= 82, g2 =
Er is dus een n Z O met g& =

g, enz.

. n
Dan ig a cL8 +r

©
I
0}

N n n
(0 = r<g"). Hierin is c >0, want cngn = a-r>g —-g =0 ; en
+1

c, <& want cngn = a<g . Is r = 0, dan klaar. Is r > O
dan wegens r<g” = a (inductie) r = ‘L>O+Y>1g+...Jr’ratg't (t 2 0,
b,>0, O<bi<g (0= 1 E ). Hierin is t<n, daar gi>r Z

Z b.g’ 2 g¥, dus
a = bo+b1 g+c..+btgt+o.gt+1+...+O.gn“1+cngn-

2. Benduidigheid.

. N 11 xr . .
Zij a = C O &FsestC g = do+d1g+.*o+dpg , dan te bewijzen:

n = en .= 4. (0 =4 =
r cy 5 ( i

Was 4it niet het geval, dan zou

n).

s .
0 = e te gts.eote g (5>0, e A0, ~g<e;<gy 0% iss)

dus

g S

lIA

s~1} = (g-1)(1+g+..,+gs~1)=gs~1

Tegenspraak.

iesgsiz teo+...+eS~1g

Kleinst gemene veelvoud. Zij a>0, b>0. Onder al de gemeen-

schappelijke veelvouden van a en b zij m het kleinste posi-
tieve.

Stelling. 2Zij n een willekeurig veelvoud van a en b. Dan
is m/n.

Bewijs. g en r zijn te bepalen zodat n = qu+r (O = r<m).

r = n-gqm. Nu is a/n en a/m, dus a/r. Evenzo: b/r . r is dus
een kleiner gemeenschappelijk veelvoud van a en b dan m,
dus r = 0O,

Stelling. Is a # 0. b/a dan is b} = }a).

Bewijs. b/a, dus a = gb met g # O, dus Iql £ 1, en la} =

= |ql {ot Z vl Hieruit volgt: Elk getal & # O_heeft slechts
een_eindig aantal delers.

Grootst gemene deler. Laten & en b niet beide O zijn. Onder

de gemeenschappelijke delers van a en b zij d de grootste
positieve. Deze bestaat, want minstens een der beide ge~
tallen a en L heeft een eindig aantal delers,; en 1 is zeker
een gemeenschappelijke deler. Schrijfwijze: (a,b).
Stelling. 1) Zij f een gemeenschappelijke deler van a en b ,
dan is f£/4a. _

2) Als 250, b>0 en m het X.G.V. van a en b, dan



is md = ab.

Bewiis. I Zij a>0 b>0. ad is gem, veelwvoud, dus m/ab of
ab = mg (g = gehecl). Zullen bew1gzen g = 4.

Uit £/a, £/b volgt & geheel, > geheel, dus a/ & ﬁF enty
Dus m/ %; of 2B / é%—. Dus %% g %; = g geheel of f/g.
Verder is §-=:%?= geheel, g = 3 = geheel, dus g/a en g/b.

g is dus gemeenschappelijke deler voor a en b; en elke ge-
meenschappelijke deler f gaat in g op en If| = |gl. Dus g =

II. Is a £ 0 b £ 0, maar nict a>0, b>0, dan bedenke men
dat lai dezelfde deler heeft als a, |bi dezelfde als b, dus
is ook 4 juist de G.G.D., van lal en |b}.

IITI. Is ecn van beide getallen a en b nul, bijve. a = 0, dus
b #£.0 » Dan is d = 'b}, en volgt uit £/0, £/b weer £/d.

Is (a.b) = 1, dan heten a en b onderling ondeelbaar.
Gemakkelijk bewijst men:

Stelling. Uit (asb)= 4 voluc (d, d ) = 1. en omgekeerd.
Uit ¢>0 c¢/a, ¢/b en ( g b ) volgt c = (a,b).
Hiermede bewijst men de voorname stellings

Stelling. Uit a/bec en (a,b) = 1 volgt a/c.

Bewiis. a #ZO. 1) Is b =0, dan is a = 1, dus a/c.

2) Is b #Z0 en is m het K.G.V. van }al en |b}, dan is
mel = {al |bl . bc is dus een gemeenschappelijk veelvoud
ven lal en van |b!, dus m/be of lal lbl/ be of ab/bc of
a/c. Hieruit volgt direct:

Stelling. Uit a/a ...a  en (a,a;) = 1 (1 = i<n) volgt a/a, .

Elk getal a >1 heeft minstens 2 positieve delers nl. 1 én 2.
Definitie. Elk getal a >1 heet priemgetal, als dit slechts
twee positieve delers 1 cen a heeft. Gebruiken voor priem-—
getallen steeds p,p’,p1,p24 enz. Het getal 1 wordt niet als
priemgetal gerekend. Een getal > 1 dat niet priemgetal is,
heet samengesteld getal.

Stelling. Elk getal a >1 is steeds voor te stellen als
een product van priemgetallen. a = 42 D, (r = 1)

Bewijs. (voor volledige inductie). Voor a = 2 is de stel~
ling duidelijk. Zij a>2 en de stelling bewezen voor 2,3 e« a1
Is a priem, dan is de stelling triviaal. Is a samengesteld,
dan kunnen wij schrijven: a = 848p s 1‘:a1<:a, 1~:a2<:a.
volgens inductie kunnen aq en a, in_priemfactoren worden
ontbonden.

Is n = ab, dan kunnen niet beide factoren a en b groter
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zijn dan Vn . Elk samengesteld getal is dus deelbaar door
een priemgetal dat niet groter is dan Vn .
otelling. Er ziin oneindig veel priemgetallen.

Bewijs. (van Euclides). Laat 2,3,55...,p de verzameling
zijn van priemgetallen tot en met p zijn, dan beschouwen we
a = 2c3.5c0.p+1s ‘

a 1s nict deelbaar door een van de priemgetallen 2.3:5.«+D
Dus 0f a is zelf priem, of deelbaar door een priemgetel
groter dan a.

De volgende stellingen zijn weer eenvoudig te bewijzen.
Stelling. Is p # a, dan is (p,a) = 1.
Stelling. Is p/a1...an, dan is voor minstens voor één i
p/ay.
Stelling. Is p/p1...pn dan is voor minstens één i p=p,.
Hoofdstelling. De ontbinding in priemfactoren

& = PyPoreee Dy
van elk getal a>1, 1s op de volgorde van de factoren na
ecnduidigs
Bewijs. We moeten bewijzen dat uit a = p1p2,...pn=p%pé...pé
Py sss = Py s p% = péé one = pﬁ volgt n = n', pizpi
(1

I. Voor a = 2 1s de bewering juist. n = n'= 1, p1=p{ = 2.

n 1A
- )3
j3¢)

Zij voor a > 2 de bewering voor 1,2,..., a—1 bewezen. Is a
priemgetal, dan is de bewering triviaal.
Is a samengesteld, dan is n>1e n'> 1. Uit p%/P1"'pn en
p1/p5 ,..pﬁ volgt, dat voor minstens één i en voor minstens
één j geldt Pj = DPys Dq = pj. Nu is

pq = p; = 0}
is dus

= pﬁ: Py dus Py = p%. Daar 1<;p1<;a,p1/a

1<:% = PpDyse+sPy= By P} «--pl<a. Dus volgens inductie-
onders%elling n-1 =n'=1 of n=n', en p; = p! (22 4 E n).
Gevolg. Elk getal a>1 is dus van de vorm
a = [/ pl
p/a

waarin p de verschillende in a bevatte priemgetallen door-
loopt.

De eerste priemgetallen zijn:

23,5, 7:11,13,17,19,23,¢00.
Men kan een tabel van deze priemgetallen construeren, die
niet groter zijn dan N, met behulp van de Zeg. "zeef van
Eratosthenes'.
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Voor elke n £ N, en n niet priem, is n declbaar door een

pricmgetal dat niet groter is dan V. e schrijven nu

alle getallen op 2;3,4:,5;6,¢0+,0 en strepen achtereenvolgens

door:

4,6,8,10,40a dus 22 en verder elk 2-voud,

9,15,21,+40 dus 32 en verder elk nog niet doorgestreept
3-vouas

enz.

We zetten dit vnroces voort, totdat het getal waarvan de

veelycuden doorgestreept worden groter wordt dan VN,




Elementaire Getallentheorie IT

door Prof.Dr B.Meulenbeld en Prof.Dr S.C.v.Veen

1. 1
ctelling. Het aantal delers van a=p, j...pn ? pedraagt (11+4)..,.(1n+1).

Getallentheoretische functies.

Definitie. Elke functie F(a) die voor elke gehele a > O is gedefinieerd,
heet getallentheoretische functie.

Voorbeelden: F(a)=a'! ; F(a)= cos a; Fla)= ~ﬂj——-, enz.
a +1
De som van de positieve delers van a > 0 noemen we S(a),

Stelling: Is a>1 en a:ffpl, dan dis

p/a
1+1
p/a P
Bewljs. Telt men de delers op, dan vindt men
1 1A 1+1_
(14D 4+ . +D, 1)(’i+p2+..+pa ) (1 ) /TEe—=2,

p/a P

Definities.

/

~

Elke positieve deler van a, behalve a, heet echte deler van a,
15 heef't als echte delers 1,

3
a2 heet even als 2/a, oneven als 2 -4 a. O is even. Van twee op elkaar

Mo
~

volgende natuurlijke getallen is er een even en een oneven., Elke

n>2 1s oneven,

s

(!
N~—

a heet volkomen getal, als a= som van de echte delers van a , dus
als 3(a)=2a,

Voorbeelden: G=1+243, 28=1+2+4+7+14, enz.

Stelling: Is p=2"-1 (dus n =1), dan is 3:p+ﬂ p=2"" 1(: -1)
een volkomen getal, en anders ”ijnner Lea even volkomen getallen
Bewijs a) 3(a)= { = 1(' 1) S 1= (27-1)2"-2a.

2-"1 ’ p 1
a is dus volkomen.

b) Is a een volkomen even getal, dan is
~1="

a=2. u, n>1, u\-D en oneven

dus 2"u=22=5(a)= 2_;1 s(u)=(2"-1)s(u).
n
27 u

S(u)= = u+ .
271 201
ﬁ = S(u)-u is geheel, dus wegens n > 1 een echte deler van u. De som
-1

~

3(u) is gelijk aan de som van u en een echte deler. Dus u is priem en

Y -1 of u=2"-1,

de echte deler =
2 =1

Dus a=2"""(2"-1),



Men weet niet of er oneindig veel even volkomen getallen zijn, dus of er
cneindig veel zetallen n zijn, waarvoor 2" priem is.Voor n=4 is 2" -1
niet priem. Voor n= niet-priem is 21 samengesteld. n=5 geeft volkomen
getal 496=16.31.n=7 5128, Voor n=11 is 2"-1=2047= 23.89, levert dus
geen volkomen getal,

Mersenne beweerde in 1644 dat Mp:?p-ﬂ priem is voor p=2,3,5,7,13,17,19,
31,67,127,257 en voor de overige tussengelegen waarden van p samenge-
steld. Dit is echter onjuist, daar in 1886 Pervusin en Seelhoff ontdek-
ten, dat Mg, priem is, en in 1903 bewees Cole dat M67=1937O7724.7618382%287
samengesteld is, Men weet nu dat Mp priem is voor p=2,3,5,7,13,17,19,31;
51,89,107,127 en samengesteld voor de andere waarden van p=257, behalve
voor p=157,167,193,199,227,229 waarvan men de aard niet kent.

Deze getallen noemt men de getallen van Mersenne, Men weet niet of er

zclf's een oneven volkomen getal is.
De getallen van Fermat zijn gedelinieerd door
oD
Fn:2 +1, zodat F1=5, F2=17, F3=257, enz,
Teze getallen spelen een rol in de cirkeldelingstheorie. Gauss bewees
dnt als Fn prieg » 18, er een regelmatige p-zijdige veelhoek in een
cirkel kan geconstrueerd worden met passer en lineaal.

Stelling: Geen twee Fermat-getallen hebben een G.G.D. > 1.

Pewijs. Stel m/Fn, m/Fn+k (k>0).

Ts x—“zn dan is Tnak° 92n+k1 ok

TEoAEe e v - = 4 = X -1 = geheel
n -2 1 X+

dus Fk/pn+k—2' Uit m/Fn+k en m/Fn+k—2 zou volgen m/2, en daar Fp oneven
i, is m=1.

~u oeerste vier PFermat-getallen zign priem, en Fermat vermoedde dat ze
=2271=6141.6700417 .

9,11,12,15,18,23 ,36,

~1le pricm waren. Euler vond cchter in 1732, dat F

U

Later 1s bewezen dat Fn samengesteld is voor n=7,8

o0
.‘J'~)573 0

‘>

functie van MBbius: De getallentheoretische functie/u(a) van M®bius wordt

redefinieerd door:

1 veoor a="

ala) =4 (-1)"7, in het geval dat a het product is van n(Z1) verschillen-
de priemgetallen.

. 0, overigens, d.i1. als a minstens een priemgetalkwadraat bevat.

veorbeelden: m(1)=1, p(2)=-1, pu(3)=-1. In 't algemeen u(p)=-1, u(h)=0,
2a(6)=1, pu(8)=0, m(9)=0, a(10)=1, enz.
Stelling. Voor a >0, b >0, (a,b)=1 geldt u(ab)zulau(b).
Dewigs. a) Is a of b niet kwadraatvrij, dan is ab dit ook niet. Dus
ra(ab)=0= u(aju(b).
b) Zijn 2 en b kwadraatvrij, dan is wegens (a.b)=1 ook ab kwa-



deaatvrij. Is a=1 of b=1, dan Btelling triviaal. In de andere gevallen
is het aantal »riemfactoren van ab gelijk aan de som van de aantallen
wriemfactoren van o en b,

Stelling.

b2 1 voor n="
57a/u( )= 0 voor a>1

Bewijs. 2) 2 (d)=m(1)=
’ d/" 1, 1
n

b) Is a>1 en a=p, ...P, ~, dan 1s

d';éfd(d)d/p/]zj“gu(d) 1+(0) (- 4)+<g)(-1)’2+(g)<_4)3+...+(2)(-1)“:(1_4)“=o.

Stelling, (MBbius-omkering). Zij F(a) een willckeurige getallentheore-
tische functie, en zij G(a)= 2 F(d), dan is

a/a
Fla)=2 n(a)a(d).
(a) d/a/U( )G (5
Bewljs. Voor elke positieve d/a is G(%) quF(b)
b/ﬁ
xu(d)G(%): zi/u(d)F(b), dus 2. /u(d)G(%)= 2 Zia/u(d)F(b) =
73l o

b/’d‘ d/n d/a b/é

‘unctie van Euler. Ondecr de geballentheoretische functie ¢(a) verstoat

aen het aantal van de getallen n uit de rij 1,2,...,a, waarvoor (n,a)=1.

Voorbeelden. w(1)=1, ¢(2)=1, ©(3)=2, @(4)=2, 9(5) w(6)=2. @(p)=p-1.
Stelling., 2 w(d)=a.
d/a ?

Bewljs. Verdeel de 2 getollen 1,2,...,2 in klassen naar de waarden van
d={n,n), voor diec d>0 die in a opgaan., Bij elke d/a behoren die n=kd,
waarvoor (kd,)=d of (k ,ﬁ)zﬁ.
D3t zijn wegens O<kd®a, of O«ki4 juist<p(%) getallen
Dus is o= /2 p(%): A w(d)

d/a d/a
Stelling. ¢(n)=2 ya /a(d) .
pteting a

a/a

Dewijs. We passen de Mﬁbius omkering toc met F(a)=¢(a).

G(a):&%éy( )=a, dus @(a Zi,/u d)ﬁ vg;;/uéd)‘

+

Stelling. ¢(a)=a [] (1-1y,
p/a P
Bewijs. a) voor a=1 is @51):1 (%eeg product) .
1 n

b) zij as1, a=p I o) Dan 1is

1
o(a)=a 7 al8) (1-=1).

d/P4. D 1:1 Py

n

Qs.



1,
Stelling. Voor 21 is ¢«(a)= // Ph (pn—ﬂ)
n=1
n n n 0
()= /T 1y 7 (-d = 7T Ly 1 77

Bewijs: @(a)= // p. [ (== )= /] py (M==)= [/ P,

i=q b e Pel g P50 il

1-

Gevolg. @w(p~ )=0 1(@-4)

Stelling. Voor a>0, b>0, (a,b)=1 is @(ab)=@(2)e(b).

Pewljs:

n S
o li e m.,
ous a= // =N =1, b= erq q. J s s dus
1= .
77 11—1
(P(ﬂ): 1/:/1 pi (1\ "/\)ﬂ ‘p(
Jrar (a,b)=1 is n : 5
T R T m.,
e P E i J
ab= gy Py j=1 45 -
n 8
‘,7 11—/] mj.,—’l
ab )= “_’ oL N - ‘\/. / , o
plab)= 414 Py (py-1) =17

Is a=1 of b=1, dan is de stelling triviaal.



ELEMENTAIRE GETALLENTHEQORIE III

door Prof. Dr B, Meulenbeld en Prof. Dr $.C. van Veen

Leer der congruenties.
Def, a=b (mod m)(m>0), als m/a-b
a# b (mod m) als m ¥ a-b.

Eigenschappen: 1. a=a(mod m) (reflexier)

2. uit a=b (mod m) volgt b=a {mod m)(symmetrisch)

3. ult a=b (mod m), b=c¢ (mod m) volgt a=c (mod m)

(transitief)
Deelt men ¢ door m volgens c=gm+r (O=r<m), danwiat r de rest van c
(mod m) genoemd. a=b (mod m) geldt dan en alleen dan als a en b dezelfde
rest mod m hebben.
De gehele getallen vallen dus mod m in m restklassen uiteen, zodat elk
tweetal getallen uit dezelfde klas congruent mod m zijn, en elk tweetal
uit verschillende klassen incongruent zijn.
Stellingen:1. Ult a=b, ¢c=d volgt a+c= b+d, a-c=b-4d.
2, Uit a,= b’l’ agsbg,..ﬁn:—: bn volgt

a,]‘?‘. . .+an-:—b +..+bn .

1
3. Uit a=Db volgt voor elke ¢ acs= be.
4, Uit a= Db, c=d volgt ac= bd.

5 Uit a,= b’l’ agsbz,..,ans bn volgt

2485 .8, = bqbg"bn~

6., Uit a= b, n>0 volgt a"= b~

7. 2i] f(x):co+c,‘x+...+cnxn een veelterm met gehele co8fficlén-
ten, Uit a=b volgt f(a)= £(b).

8. Uit ac=be (c,m)=1 volgt a=b.

9, Uit ac=be (mod m) volgt

a=b (mod(E-r?—m—)). (1)

Bewijs: m/(a-b)e, dus(a—%}- /(a-b)(a%)- .

m C N A s m _
Daar ((c,m)’(c,m))" 1 is, volgt(m/a b.

10. Uit 2a=b (mod m), n> 0O n/m volgt a=b (mod n).

11, Uit 2=b (mod m), ¢ >0 volgt ac=bc (mod ¢ m) en omgekeerd
Def, Onder een volledig restsysteem mod m verstaat men een systeem van
m getallen, waarvan er elk = 0,1,..., m=1 (mod m) is, Het is dus een

systeem van m representanten van alle restklassen,
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Efig‘ Het aantal oplossingen van f(x)= 0 (mod m) is het asnteal der oP~
lossingen in een willekeurig volledig restsysteen,

JZE?- Onder een gereduceerd restsysteem mod m verstaast men een systeem
van ¢ {m) getallen, die representanten zijn van die klassen, waarvan

de getallen onderling ondeelbaar zijn met m,

Stelling. Is (k,m)=1 en 84385558, €€n willekeurig volledig restsy-
steem, dan is Ay k agk,,.,a k dit ook,

Bewijs: Deze m getallen zijn onderling xn&ongrughc, Irmers it

a k=a k (mod m) 1srzm, 1£s=m volgt wegens (k,m)=1: a.may {mod m),
dus r=s.

Ste}ling‘ Is (k,m)=1 en a,,a,,..,3 @(m) €€V willekeurig gersducesnrd
Pestsysteem; ﬁan‘is aqk, a2k,..,a 'm)k dit ook.
Bewijs: Volgens de voprige stelling tijn ze ondériing incongruent en
ondepling Ordeslbaar met m wegens (R;m)=1,
Stelling. Is (a,m)=1 dan heeft de congruentie

axta =0 (mod m) (1)
precies één oplossing,
Bewijss De getallen 2,0, 2.1,...,8,(m=1) vormen een volledig restey-
steem, Een van deze getallen is dus = el imﬁd~m)
Deze stelling is een bijzeonder geval wvem de volgende
Stelling, De congruentie axwao._o (mod m) is dan en alleen dan oplos-
baar als Ga.m)/éo.
In dat geval is het aantal oplossingen =(a,m), en aan de congruentie
voldoen preeies alle x van esn bepsalde restklzsse mod amm e

Bewijss Is {1} eploebansr, dan is ax+ag =0 {mos (a,m));aoa:{’) fa,m}d.
Is a,=0 (med (a,m)) dan is de congruentie
a
a 0 — m
(O‘;fﬂ) X + (a,m) =0 (mod m ) (2)

oplosbaar, dus ook (1). (2) heeft dan precies één oplossing en dus (1)
(a,m) cplossingen.

Stelling, 21j n>1, de getallen 84...8, niet alle O, dz(aq,az,..,an),
dan heeft de diophantische vergelijking 24%4 teoota X =C dan en alleen
dan een oplossing als d/c.

Bewijs: <Zonder de algemeenheid te schaden mag men stellen
a,‘>0,...,a > 0.

Is de vergelijking oplosbaar, dan is d/a ..t X, dus d/c. 21§ nu

i/c. Is n=2, dan moeten we oplossen a4x1+32x2-c of a,x,-c=0 (mod 32).

Deze is oplosdbaar, daar (aq,ae)/—c. Zij n>2, dan wordt de bewering
VOOr 2,...,n=1 2ls bewezen aangenomen. We stellen (a CPPRRPL 1)..a, dan

is (a,a ) =d, We kunnen nu oplossen ax+a nXp=¢. Daar (81"“an 1)/ax zijn
7olgens 1nduotieonderstelling X

1 te vinden met A Xt +2 X =ax,
2n dus 84X te

1 n~ n-1"n

n,ln,l-kax_c.
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Gevolg., Is (a,b)=1 dan is de "onbepaalde”vergelijking‘ ax+by=1 oplos-
baar.

Stelling. Is (a,b)=d, en d/c, dus ax+by=c oplosbaar, dan volgen ult de

oplossing (xo,yo) alle oplossingen: x=xo+t§, y=y0~t% (t wi}lekeurig).

Bewijs: 1) Het zijn oplossingen:

| a(xo+t§)+b(yo—t%) = axy+by,=c.
2) Er zijn geen andere oplossingen, Zonder beperking der algemeenheid
mag men stellen b4 0. Uit ax+by= c-ax9+byo volgt ax c=0 (modlvl),
aXn-C =0 (mod }bg), dus X=X argod —g— of X=X +t€ . Verder is
by=c—ax=o—a(xo+t3)= (c—axo) by~ b?f = b(yo-ta) of y= y0~tH .
Gevolg, Is (a,b)=1 en is (xo,yo) een oplossing van ax+by=1, dan zijn
alle oplossingen: x=xo+tb, y=y0—ta (t willekeurig),

Stelling, De congruenties x§aaq( mod mq), X=a, (mod m2) hebben dan
en alleen dan een oplossing als (mq,mg)/aq-ae. Is dit zo, dan zijn de
oplossingen de getallen van een bepaalde restklasse mod m (m=KGV van
m, en m,).

Bewljs: 1) Stelt men (mq,m2)=d, dan is x=a

dus a,= a, (mod @), dus d/aq—ae.

2) Is d/aq-a2, dan moet men uit de oplossingen x=a4+ym1(y willekeurig)
er een kiezen die aan x=a, (mod me) voldoet. Dus a,+ym,=a, {mod mg)’
of ym, +(a a,- 2)zsomémod mg). Deze heefﬁ een oplossingm d%e de vorm
heeft y=y, (mod =) . Dus x= a1+(y0+t7y)m =3 +mqyo+t—a-=a m, ¥ottm
(t willekeurig), Dit is een bepaalde restklasse mod m,

Stelling. Z2ij n>1. Elk tweetal van de getallen M5 ey zijn onder-
ling ondeelbaar. Dan zijn de :ongruenties x;a’ai(mod mi)(i=1,..,n)
oplosbaar, en de gemeenschapp:1l1ljke oplossingen bestaan uit alle ge-
tallen van een bepaalde restklasse mod m Mpyo oM.

/l
Bewijs: Voor m=2 is dit wegens m=m,m, in de vorige stelling bewezen.

Z1j m>2 en de beweringen voor n- 11b§wezen. De eerste n-1 congruenties
hebben dus bij passende a een oplossing: x=a (mod mq...mn_q). Uit de
vorige stelling volgt dan verder deze, daar (mq...mn_q,m)=1.

Stelling. Zij n>1 en elk tweetal van de getallen Mys e s My onderling
ondeelbaar. Dan is het aantal oplossingen van f(x)=0 (mod mq.,.mn)
gellijk aan het product van de aantallen oplossingen van

f(x)=0 (mod mﬂ),..., £{x)=0 (mod m ).

Bewljs: Het 1s duldelijk, dat f(x)=0 (mod mq,.mn) vervuld is dan

en alleen dan als f(x)= 0 (mod mq),..., £(x)=0 (mod mn).

Heeft een van deze laatste geen oplossing, dan ook de eerste niet. Zijn
deze laatste alle oplosbaar, dan komt er volgens de vorige stelling
met ledere restklasse mod My s mod mg,_.mod m_, die aan de lagtste

1 (mod d}, x=a, (mod @),

n’
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congruenties voldoen, een restklasse mod m,...m, overeen die aan de
eerste congruentie voldoet,
Stelling, Is f(x)zco+éqx+.'+cnxn, p £ s dan heeft de congruentie
f(x)=0 (mod p) hoogstens n oplossingen.
Bewijs: 1) Voor n=0 is dit duidelijk, daar voor iederex & FO (mod p)
2) ZiJ n> 0 en de bewering van n-1 bewezen, Zou f(x)=0 (mod p) n+1
wortels xo,x?,dxkyhebben, dan zou gelden:
) n--1
f(x)-f(xo)z(x-xo) g(x), met g(x)=b0+b1x1“Tbn_1x
bn_/‘:Cn:p]lbn_,]: en (xi—xo)g(xi)sf(xi)-f(xo)so (mod p).

voor i=1,2,..n. Dus g(xi)s§O (mod p) voor i=1,2,..n, hetgeen strijdt
met de inductie-onderstelling.

Kleine stelling van Fermat, Is (a,m)=1, dan is

¢ (m)
a = 1 (mod m),

Bewljs: Z1i] aq,..,a¢(m) een gereduceerd restsysteem mod m; dan is

aaq,...,aam(m) er ook een, Afgezien van de volgorde zijn dus de ay ean
de aa; congruent (i=1,.., ¢(m)). Dus geldt ook:

- _ ,9(m) ~
B85 -2g(p) = 884875, ..aaq)(m):a(P aqae..a?(m)(mod m

dus, daar mja, : ayhn)s’l(mod mj.
Gevolg. Voor p-%a is P12 (mod p) en voor elke a aP=a (mod p).
Stelling van Wilson., (p-1)! = -1 (mod p)
p-1
Bewijs: Beschouw f(x):xp“1-4~££a {x-1).

Dit is een veelterm van de(p-zfagraad, die p-1 wortels 1,2,..p=1 zZou
hebben., Dit kan alleen als alle co&fficienten van f(x) deelbaar zijn
door p. De constante term is —1-(-1)p'1(p~1)1.

Dus «1—(—1)p-1(p~1)1550(p), of (p-1)!=z -1(mod pJ).




ELEMENTAIRE GETALLENTHEQRIE IV

door Prof. Dr B, Meulenbeld en Prof., Dr S.C, van Veen

Omgekeerde van de stelling van Wilson,

Als gegeven is (a-1)! = -1 (mod a), dan is a priem,

Bewijs: Was a samengesteld: a=bc met 2=zb=a-1, 22c=a-1, dan was het
linkerlid =0 (mod b) en het rechterlid niet, Tegenspraak.
Theorie der kwadraatresten.

Definitie. Als de congruentie x°=n (mod m) oplosbaar is, heet n kwa-
draatrest mod m; niet oplosbaar, dan een niet-rest mod m.

n heet dus kwadraatrest mod m, als n representant is van een klasse,
waarin kwadraten voorkomen. Zo is 7 kwadraatrest mod 9. Immers 522 7
(mod 9). We onderzoeken eerst het geval dat m een priemgetal p is.
Veor p=2 is elk getal kwadraatrest. Daarom nemen wij aan p> 2. Is o/n,

dan 1s n kwadraatrest mod p, Iimmers OEE n {mod p). We onderstellen dus
p>2. p+n. Voor deze gevallen is het symbool van Legendre (g)ingevoerd.

Definitie. Voor p

Defi 2, p4n is
(2) =

( 1, als n kwadraatrest (mod p) is,

v 1 -1, als n niet-rest (mod p) is.
Stelling. U3t n=n' (mod p) volgt (2)=(Z).

, 1
Bewijs. Als p% n, is ook p4n', Het symbool (% ) heeft dus zin, Uit

x“= 1 (mod p) volgt x°= 1 (mod p) en omgekeerd.

Voorbeeld: (E%%) = (%%).

Stelling. Zi] p>2. In elk gereduceerd restsysteem mod p zijn er pre-

cies —é—- kwadraatresten (mod p), dus ook precies 251 niet-resten

(mod p). De eerste E%1 getallen worden door de restklassen voorgesteld,
o .2 p-1,2

wasrtoe 17,2%, ... (+5)

Bewijs. De kwadraatresten zijn die en alleen die getallen, die liggen

behoren.

in de restklassen, voorgesteld door 12 22,..., (p- 1)2
Als x voldoet aan x°= n (mod p), voldoet ook p-x hieraan. Immers
(pmx)zz (—x)?s %= n(med p). Voor kwadraagresten komen dus alleen in
aarmerking de restklassen 12,22,...,(251) . Elk tweetal van deze ge-
tallen is echter incongruent mod p. Ze stellen dus alle kwadraatresten
ToOTr. p-1

A s : s 2 _(n
Stelling (Criterium ven Euler). Voor p>2, pfn is n =(5)(mod P).

Bewijs. Volgens de kleine stelling van Fermat heeft de congruentie

P L 1(mod p) de oplossingen:
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n=1,2,..,p=-1. Voor deze congruentie kunnen we ook schrijven
D= D=1
- —j - [ -~ 4 “ - x4
(x -1)(n +1)=0 (med p). Cen en slechts één van de factoren
links is deelbaar door p (beide kan niet, want dan zou p/2). n voldoet
o= p-
0y l 2 ‘ - <
dus of zann “ -1 =0 df aann “~ +1=0 (mod p). Is nu n kwadraatrest
n .
mcd p, dus (T)xﬂ, dan 1s er dus cen a met agg (mod p). In dit geval
3
D=1 -1 D=1
. S )
voldoetdus naann  -1=a -1=0(mod p), dus aan n =1 (mod p) of
D=1
fod n N p~1 \
ann n = (3)(mod p). Alle == kwadraatresten voldoen hieraan, en
13 [

dnar deze congruentie hoogstens —11 wertels heeft, zijn dit dus alle

p-1
culossingen., Dec niet-resten voldoen dus aan n 2 +1=0(mod p), of
p-1 p-1
n 2 = -1 (mod p) of n 2 E(gd(mod p).

Toepassing. Stel P/?°+b“ (a,v)=1, dan is zeker p% b, Dus is er een
getal ¢ te vinden met be=1 (mod p). Uit p/a e 2 volgt p/(ap) +1,
woaw. (ac)T = -1 (mod p). Dus -1 is kwadraatrest mod p of 1p1)~1.
{Cmzekeerd: Heeft men een p met (:%);1, dan 1s p een priemfactor van
gen scom van twee kwadraten: immers x2+1;;o(p), dus p/x2+1). V§§1welke
priemgetallen is (:i)=1? Volgens crit, van Euler is (:1)=(-1)L?—(mCﬁ
dus (%1):1 als p=4 goud +71 of p=2, Bewezen 1is dus: Alle oneven priem

b

o]
Gelers van de som van twee kwadraten 2°+b° met (a,b)=1 zijn van de

gedaante 4 voud + 1.

U2

. , . nn' ny,n'
inz. Voor p>2, nd D ! V= {(=2) (=),
ng cor p>2, nin, pin' is (p (p)(p )
Dus: de congruenties x7= nn'(mod p) zijn dan en alleen dan oplosbaar

te

r'
}..J

i

. 2 2 .
~1ls de congruenties x7= n(mod p) ¢n x"= n'(mod p) beide oplosbaar of
teide niet oplosbaar zijn.

B.ide leden zijn + 1. Wegens p>2 is dus (g“ ) = (%)(% ).
Uitbreiden tot ‘

Stelling., Vecor p>2, rzo, p;.nq,.., p%.np is

n n
(i.ld “,. /z . r‘
( 5 ) = (~5>--~§3;)~ N

r r 1

T 0% den 18 aus (D)= 7 (22
Is n = n dan 18 dus (=)= / (=

1=1 1 PTiaq P
Stclling. (Criterium van Gauss) Z1j p> 2, pLn. Men beschouwt de 3%1

p-1

buta len n,_n,..,—ﬁ— n, en bepaalt hiervan de resten mod p. Dit alin

M -
D=1

verschillende getallen >0 en «<p. Is nu m het aantal van deze
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rcsten die 7‘% zijn, dan is (S) = (-1)™,

Voorbeelds p=7, u=10. Getallen 10,20,30, resten 3,6 en 2, Dus m=1,
gie 3 y -
d s (~7)=(§)=—1. De congruentie %= 3(mod 7) is onoplosbaar.

Bewljs. Laten de resten mod p van n,?n,...,gil n zijn Pﬂ’PE""rp—ﬂ P

o : =
don zijn deze alle 21 en =£p-1. Het is duidelijk, dat Piir*(mcd ).
- Jal -1 -,
Nu is vy rp..rg g=n.ln.ime s (55=)' n ¥ (mod p). We be-
e

e Ve ! Y 1 P £ | p
schouwen nu de rij r,tsrs "‘Pp_1’ waarblj ry'=ry als ry < %

2 v D
Ly =p-ry als ry> 5 .

1 o~ . - !
flle ry zijn dan <:§ . Steeds is r, # ré,(mod o). De rij rq’..r'p_q

bestaat dus uit 251 verschillende getallen die 21 en £ Eil zijn, is

e : -1 L i -1 o
dis gelijk 2an de rij 1,2,..,3§—, dus rq',:g‘,.r'p_q =(E§—)i Vergele-
5

> met de ri] TysTpe Ty 4 zijn er m getallen vervangen decor p-rys

c,: P 1
Coze zijn zs—ri(mod p). Dus is: (—4)m(£%1)is (Ell)l n B (mod p), dus is
L
ikl ]
n ° ={-1)"(mod p), dus volgens crit.van Euler: (%):(-ﬂ)m.
Toepnssing. Stel ©/a" =20 » (2,b)=1, p oneven, Weer is p4 b, kunnen dus
) ~
¢ bepalen met be =1(mod p). Ult p/a“cg-Ebgce volgt p/(ac)“-2. M.a.w,
(n2)= 2(mod p). Dus 2 is kwadraatrest mod p, of (%):1. Deze voorwaarde
)
is ¢ =

ok voldeende. Voor welke priemgetallen is (p)=1? We prassen het
criterium von Gauss toe. We schrijven op de rij: 2,4,6,..,p-1. Dit zijn
fevens de resten mod p.,

il
Stel nu p= 8 voud +1 = 8v+1, dan is m=2v, dus (%):1.

IRl

is p= Bv+3, dan is m=2v+1, dus (=)=-1.
D
: 2

p= 8v+5, dan is m=2v+1, dus (S)=-1.
u . o

p= 8v+7, dan is m=2v+2, dus (E)zﬂ.
2

LY

i

Yinnen dit samenvatten tot (%):(—1)
! ]
We hebben dus bewezen: Alle oneven priemfactoren van aE-Qb‘~ (a,b)=1

zijn van de gedaante 8v+1,

a3 o] N
bnderzoeken we nu p/a“+2b~. Nu wordt de voorwaarde (5:)=1.

Ly (:%)<§)' Hieruit leidt men af: (Z2)=1 als p=8v+1 of Bv+3

T P
-1 als p=8v+5 of 8vi+7,

Dus: Alle oneven priemfactoren van 32+2b2

8v+1 of Bv+3.

(a,b)=1 zijn van de gedaante



Elementaire getallentheoried
door
| Prof.Dr Beleulenbeld en Prof.Dr S.C.van Veen.
| 16 Maart 1955.

De wederkerigheidswet der kwadraatresten.

Wij veronderstellen voorlopig, dat p en q oneven priemgetallen zijn.
Vanneer men getallenvoorbeelden narekent, blijkt het gemakkelijk,

dat in de meeste gevallen (é) = (9) dus p tegelijkertijd rest

(niet rest)van met g rest (niet r at) van L
q g
~ P
Haa g (8% = 13 (mod 17) dus (}%) = 4+ T
L2 . . “
122 = 17 (mod 13) dus (F0) = + 1.

—
(o]

{:{ = 7 (mod 5) géén oplossing, dus (%) = - 1.
; | 2 = 5 v : - L (2) -
g Lx® = 5 (mod 7) géén oplossing, dus ( ) = - 1.
| Br zijn echter ¢uLd 1ijke uitzonde rinﬁep (globaal in 2w£ der zevallen)
I Devaes 25 = 11 (mod 7) dus (=)= + 1.
f 7
= = 7 (mod 11)goen oplossing, dus (%T = - 1.

Gauss heeft (corspronkelijl langs experimentele weg) ontdelkt:

/

kD] .
(E = (%) wanneer ten minste 1 der priemgetallen p en
- q van de gedaante 4k + 1 is.
T a , :
(=) w(%) wanneer beide priemgetallen p en g van de
\,

gedaante 4k - 1 zijn.

Dit is de wederkerigheidswet der kwadr anqsiﬁno

In het bijzonder met het symboel van Legendre ve i1jgt de wederke-
risheidswet de volgende elegante gedaante:

=1 a=1

P @ f)
(- =1 = =
q
Wij gaan nu cver tot het rewijs van de:
ederkerigheidswet: Gegeven p=>2, q=2, p en q priemgetallen, p # q-.

I el

N I
Ay By - (1Y) “ <
(505 = (=1 -

Tclgonq net crifterium van Gauss is
sl m
(2) = (-1) (1)

waarin m het aantal resten (mod p) uit de rij:



-"2-«

q, 2q5 3q9 LIE A 9 E:é-"l-q

die > % zijn, of, nog eenvoudiger:
het aantal absoluut kleinste negatieve resten uit deze rij.
Al deze absoluut kleinste resten zijn dus van de gedaante

-—§<:qx-py<0 (2)

waarin x een geheel getal is uit de rij 1, 2, 3, -ee, E%l , en y is

‘het daarbii behorende zehele getal {%§}+ 1. Het getal m uit (1) is

‘dus hot aantal oplossingen (x,y) in gehele getallen dat aan (2)
roldoct,

Op dezelfde wijze vindt mens

) N
(B) = (-1 (2)
el
waarin n het aantal oplossingen (x,y) in gehele getallen voorstelt,
dnt aan 4
- % < Py qx<U (4)

Toldoet.
ij =tellen nu x en y voor als rechthoekige codrdinaten (zie figuur).

-

De punten met gehele codrdinaten x en y heten roosterpunten.
4 v

~
VE heal o _oaxld 0 é p-1 A
Y - 2 9 OB - 2 b 2
ij tekenen nu de drie lijnens PP' = gX-py = - g (5)
Q' F qx-py = + 3 (6)
00" = gqx~py = U (7)-

P¥' gaat door P(0,s) en P! (£, QQl)
20t gaat door Q(55,0) en Q (k%l ,%) \

Je 3 rechten PP', Q9Q' en 00' lopen evenwijdizg.

s el

~1j gaan door geen enkel rogsterpunt binnen OACB of op de grens van



Tmmers substitutie van gehele waarden van x en y in {5) en
dus

"5»
o
&

(6) voert tot een ftegenstrijdigheid, terwijl in (7)s y % 9
de kleinste gehele van nul verschillende waarden y en X, die hieraan-
voldoen, zijn g en p (buiten de rechthoek).

Het totaal aantal roosterpunten binnen OACH = E%l~, 3%1 {8) «
Uit de volkomen gelijke ligging van de congruente A A BPP' en

AQ'Q ten opzichte van het rooster wvolgt, dat het aantal roosterpun-—

ten d binnen A AQQ' = aantal roosterpunten & binnen & BP'P.
Het aantal roosterpunten binnen 0QQ*CP' vedraagt dus:

el azlooa. (9).

Uit (5) en (7) volgt, dat de codrdinaten van de roosterpunten binnen

OPPYCOY wvoldeoen aan

I
rols

< gR=DY < O

Dus in verband met (2) is het aantal roosterpunten binnen 0PPR'CO!

J— e S e e e e e D Y o e A3~ e Am P - e e o

e71 L _aan m.

Op dezelfde wijze volgt uit (), (7) en (4), dat het aantal rooster-
munten binnen 0QR'0'" gellijk is aan 1.

Dus het aantal roos

aan m+1 (10),

Uit (9) en (10) volgt:

terpunten Linnen 0Q*CE? is anderzijds gelijk

m+n = -:;:»1- N Q.:_'. -24
e b
dus |
ayr R VI o ‘51:2:’1 ~24 05«1‘9_%,1

V\oto bv‘No

Historische opmerkingen: De wederkerigheidswet is feitelijk het

cerst (zonder bewijs) uitgesproken door Buler. De cerste niet ge-

2laagde bewijspoging is wvan Legendrs (1735). In Maart 1795 werd de

stelling weer gevonden door de nog niet 18 jarige Gauss,die op dat
ogenblik niet bekend was met het werk van zijn voorganger. Na cen
worsteling van meer dan een jaar gelukte het Gause op 8 April 1796
het ecrst deze stelling te bewijzen. Dit bewi]js was zeer gecompli-
ceerds In zijn latere leven is hij er nog geregeld op teruggekomen,
tn hij heeft nog 7 anderc bvewijzen gegeven.lo convoudigste hiervan
terusten, evenals het voorafgasnde, op het “lemme van Gauss® (= cri-

terium van Gauss) dat door hem in 1808 werd gepublicecrd.

cpassingen van de reciprociteitswet.

K
mc' . “
<

0
Stelt p is een priemgetal van Fermat:



voor Ko L.

(2)(D) = 1

dus: 3 .
(=) = (£) p = 2 (mod 3)
g -
2
3=
[p] (L\%
dLIS '3"" = 5;'\ “1) ~ :"'10
(2) = (§) = (-1
wug 3 1ls een niet-rest van ecn priemgetal van Permat.

Volgens het criterium van Luler is dus
O

~1
=1
3% =« 1 (mod p).
A= .
52 Ik ke

5 ~"e . - . .
3 = - 1 (mod 27 +1) mits 2° +1 priem is.

K
Dan is p=-1 = 2°

. 1 .
de laagste exponent 1, die 37 = +1 (mod p) maakt.

3 As cen primiticve wortel van de

v

congruentic van Fermat voor ieder

pricmgetal van Termat.
Uit feit is

van betekenis voor de theoric van de veelhoeksconstruc—
@

tics. Op een analoge manler kan men zonder grote moeite aantonen,
dat 10 een primitieve wortel is van deze pricmgetallen.

. 1 . .
Yannecr men dus 3 tot ccen repeterende breuk wil herleiden, dan

saat het er om, de kleinste exnonent 1 te zoeken, zodat
™ l \

10" - 1 = 0 (mod p).
nodat

A

p
Je periode heof
= A 1 - -
DeVs voOr p = 2 T 256 cijfers.
Ultbreiding tot deelbare getallen.
Definitie: Vannecr m sen onecven > 0 voorstelt, dat ontbonden

wordt in zijn priemiactoren

Y]
m o= 77 D
P=1 Fr
(meervoudige factoren meervoudig opgeschreven)

¢n wanneer n cen ander getal is, al of niet oneven, al of niet po-

sitief, dat onderling ondeclbaar is met m ((n,m)= 1) dan is bij

definitie

By = ] (& .
T=1

]ﬂ iY lﬁ
Dit is het symbool wvan Jacobi.




Le Tactoren onder het productteken zijn gewone symbolen van Legendre.
Het symbeool van Jaccbl 1s dus stecds 4 1.

= -
—_ T

1'

volgt, dat

5

1 . _ . - | A
Het symbool wan Jacobi betclent niect, dat uit (=)

T I

o

. rest van m
1 = X T
: niet-rest the

r 1 . . .
Kq) kan + 1 zijn als n nict-rest is van cen egven

enn aantal priemfac-
oren uit de ontbinding van 1.
m>C oneven, n = n' (mod m), (n,m) = 1.

(B = (%) .

21t volzt uite

TN
NS
"
i
TN
s
p——a
D
03
=
.
W
=
i
3
o
,"L:;
o
(o]
o
1
S’
®

v 3!
Dewiijee. Stel m = 77 D, m' = ]7‘ D' e
& e s ta ahdan o r:1 r r:1 r
; n Y n n
s TN L 0 (= — e
(=) = 7 B T G= TT (5 = Gare)-
i r=1 i =1 S j< - -
Het laatste product wordt ultgestrekt over alle priemfactoren van
min! (ieder gerelend naar haar meervoudigheid).
113 m> 0 oneven. (n,m) =1, (n',m) = 1.

(zie IV).

(31}2(—1) B (Berste aanvullingsstelling voor de

wederkerigheidewet van Jacobi).
Bewijs. Ales u en u' oncven zijn, dan is
(u=1){u'=1) = O (mod 4).
tas wn'=1 T (a-D+(u'-1)  (;mod 4).

dus voor opeven . J"l 5 Usgess le



Pl ce -
dus wegenss

},J.

fitelling 5

e

»
i . -

ZZ r ; Uy~

T B 4o wfaee (104 2).
.
o u =T

. Pt 1 1

e e ¥

{1
-
—
i
-
——r
n

T Tr=1
m>0C cneven .

o)

mo-1

el
(5) = (-1) °

(2¢ aanvullingsstelling voor de wederkerigheidswet van Jacobi).

2

<

w en u' oneven — (u-1)(u' ~1) £ 0 (mod 16).

2 02 o 2 2y
uzu’ -1 = (u »1)+(u’4—1) (mod 16) .

v

.’) *}1_ Ky
UysUsyeasly,  ONLVED JZ u; -1 = ;;2 (ui» 1) (mod 16).
v (]
.7_7 -1 R ui-—']
f:hgm@ gv g; y (mod 2)
) o
(JTu_ == us -1
r'-‘:{_m?l;, v i
\-1) © = '7-7 (“‘1) 8
e
P
<
N Py
- ) NES
no= /7: D (= Y= (=-1) ° N A
] B 2 p -
Y » P?iT (g; pp! - Qigi
pl 2 3
wms () =TT (5= T (=00 = (e O - (=1)
. ™ =1

B T reppeer——————
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Le wederkerigheidswet van Jacobi.

: . n ‘
Jacobi heeft met benuln van zijn symbool (;) (m cneven> 0) de vol-

gende uitbreiding van de wederkerisheidswet der lwadragtresten opge-
steld.

Stelling 6: Als n en w positieve oneven getallen zijn, die onderling

ondeelbaar zijn, dan is

2
Byelly _ (o
() = (=1) :
Bewijs: Zonder beperking is:
n= I p>1
m = [T q>1
(113 (W-EL 7 ( 2. »)»~ Tt T[ (£) (3t.2 en St.3).
{ o]
i N L S op2l gzl

- 20y cmy . T soveay. 11 2 Sg 2 2
mae (= )T <i:;><z5-’: by ) Ss (=)

. : l , ¢ ‘! ! T Z
= (=1) ‘ =(-1) ° Too(-1) 7 f w.tibows

HUFE = (g

AN "I"m‘_: “.j, 3{.35..:,/.]., 1 7 - 1
) N2t 2 87 17 45 2
b) < § i) e .fq)—: —-(-»?-g‘):-c(":r:-r-)(_’]) & —




Deze berekeningen worden vaak vereenvoudigd door:
Ltelling 7: n en m oneven en onderling ondeelbaar (niet noodzake-

lijk >0).
ven s n=1 -1
i 2 2 ) .
(T%T)<T§r> = ~(-1) ° als n <0 en <0 is
n-1 m-1
= (=1) ° ©  4in alle andere gevallen.
Bewd ] a) 0, m »0. (stelling €)

By —in oy e=tnd oy o=y oy E sy o=l
('M) (in') ( ml ><|H§ g (\m')( ml (112)°(‘n‘
REOU-A ) s N WSS R Jmi=1 ol = ml =1 inl o1
Ly ZTTETTETE Ly e e
(5= 1) (1) N ol el
=-(=1) § = =(-1) ° = (1)
llw'l T 1

i

c) Fén van de getallen n, n >0, het andere <« 0; zonder beperking

n >0, m<O

ne1 il =1 n-1

1 IRV R SR YA =1y 2 B I
(=2 )=l ) ()= G ) e (5 ya(e1) @
n-1 jmj+1 n-1 -1 n—1 -1
5 ) ST e "~ ) 37 e
= (-1) ° = (1) = (=1) e
] -3 e .
Voorbeecld: (=) = (?) voor p >3, wezens p >0 =3 =F 1 (mod 4)

ra e e

Het symbool van Jacobi (%) is alleen gedefinieerd voor m oneven.
Volledigheidshalve delen wij mede, dat ret in sommige onderzoe-
kingen der getallentheorie gewenst is, over een dergelijk symbool

te beschikken voor even waarden van im.

Dit wordt geleverd door het symbool van {ronecker, althans van die
waarden van n, waarvcor het symbool nodig is. Daar echter de toe-
passingen van het Hronecker-symbool op een veel verder terrein liggen,

wat wij voorlopig niet zullen betreden, zullen wij dit symbool ver-
der buiten beschouwing laten.



1] mullen dit hoofdstuk besluiten met enkele eenvoudige stellingen,
die criteria leveren voor

etallen van sveciale gedaantes

]
Stelling G Als py» 2, hep, n = hptl of hp™+1
h n—-1 .
en 27 ¥ 1, 2 = 1 (mod n)

dan is n

Bewijs: Stel d is de laszste macht, waarvoor

A/ (n-1) wegens 27 % 1 (mwod n) —> d/hpb
dus p/d, (want als nAd was, zou d/h —oeten zijn).
Volsens het theorewma van tuler is
2 5®) g (w10
dus a/ o(n). —= <g(n},
Zanonieke ontbinding:

2 a
1 Ik
n o= p, see P
a1~1 a1
‘\g‘(n> = 371 LR ] —‘;\/3": B (};]1—.1)".(“‘?]5{—"1)“
n £ n, dus o/ o py=1 of po=1 ev. of p =1 .
Tus n heeft een prienfactor P = 1 (wod p).

Stel o= Fus n=12 P (mod p) — m =1 (mod p).
Als m >1 is, dan is dus

n = (up+1)(vp+1) Teugv
T
1 4 Hpb = (up+1)(voer1) 5 oo = uvpiutves
Voor b = 1 is h = uvptu+v  dus  pguvp <h <p (tegenspraak).
Voor b = 2 is: hp = uvpiu+v p/(uv), wtv 3 p
2V 3 UV D Vo oup
2 (p=2
D= pu ) .4
uv < h <oy D u\"’“v ( <Z
dus w =1, vyp=1, uv $p~1 (tegenspraalk)

Tug de onthinding n :(up+1)(vp+ 1) is onwogelijk, en m = 1, n = P.

T T

Stelling 9: m >»2, H<“219 n = h.2™1 is een niet-kwadraatrest van
S S e e s -
p (p oneven). n-1

Dan is D Z -1 (mod n)

een noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor n priem.



Bewijs: a) Stel

dus

otel
Stel
d is

et

dus

. P
of d ‘7Z 2“ 1:

dus

Daar n ¥ 1 = P (mo

1 (wod 4) -

o onrlenis 1

n-1
el : ) -
» ° = -1 (wod n). Voorwaarde noodzakelijk.

Lactor van n.

. . , d .- .
de lleinste exponent, waarvoor p F (mod )

* g n = 1 (1110 d b
ad ¢ (n=1):d/(n="), 4/(F

o /eyt
(L/ A 81

In

iy

2Ma = 2"/ (v

niet

il i
n o= (2%x+1)(2%y+1) 31, v30.
- s~ . ~ 0 -
JT“}:y(Z v+ x+y=nh<c2, dus y = 0, n = P.
Voorwaarde voldoende.
~ 1z
Toepassingens h = 1, w = .
Sk
e —
no= 2 - e
2 o L e o ) . .
17 = 2% = 1 (wod 3). reE 2 (i0d 3), dus 0y is
rest van L. lus Jik en voldoende voor F}, priem 18
S

Tr ig een amvudis critering van uler voor de onbtbindbaarheid wvan de
1T " - o~ T f‘{ﬁ
getallen van llersenne I = Z27-7.

i ~ 2 -y
sctellins e

Toodzakelijke en voldeoende voorwaarde ondat 29+1 priem ig ise
P o [, .
2P =1 (mea 2p+1)

Als dus 2p+71 priem is, dan iz 2n+1/7 ., dus 'f”ﬁp 1s deelbaar.
Bewijs: a) Stel 2p+1 = P = prien. " F-1
PET7 (med 8) 52 is rest van P=2P= 2 ¢ =
2/ i‘c' Voorwaarde noodzakelijk.
k >f’%s >3, Moo= 2P1 32041 = P

1 (mod P)



In stelling &

h =2, n=2p+1, Dan is h «p

o 4 Z 1 (mod n).

o
:’LO P b
= 2% = 1 (mod n).

Dus n is priem. Voorwaarde voldcende.

Toepassingen:

23/31, 45 47/;;523; 167/‘.’?‘1’83,, 263/1‘-:1131
359/Myqqe 383/17 10 479/M550, 503/1,0
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De theorie der partities.

laotste lezing van deve cursus wijden aan een geheel

ander zedeelte der

o
1§

s,
o

de

Wij willen

zetallentheorie. De voorgaande beschou-

wingen behoorden tot het cebied der multaplicntieve getallentheorie,

waardl) de gehele getallern werdenrn beschouwd nls multiplicatief samen-

element

gesteld uit hun priemi{-Ctoren,

In het volgende wordt een specin~l nrodleem der additlieve getallen-

theorie behondeld. Hiern ehiele getnllen additiel samenge -

steld gedacht ult noder te heps elementen,
Wiy beschouwen het gtelcel dop v Tk

verstaan wij de
nogsitieve ge-

zijn:

ondorzockingen 1o

r{n) voor een gepeven wanrd.

TT a1 e P s e S SR . - -~ : E
Hoewel 41t uwrobleem juirst on de lesotste tiid veolledig is opgelost,zn L
de behandoeling von deoe oolozsinge ons te vor voeren,

T

die

.
"3
.
o
f
-~

{

nouwingen, oria

mystericuze gedrag von

Grafische vocrstelling der porgities,

Wij beschouwen 14 partivic ven bot cetal

A8 L o
- (2)
Wig o wunnern dore onrtitic veoorstoellen als volgt:
RO XX XN %
D S S
RO Y
Xom X



waarin de horizontzle rijen de getallen der partitie (2) voorstellen.

Lezen wij dit schema verticoal,dnn krijgen wl] ook een partitie

18 = S+b+4+2+14+14 (3)

Zulke partities sls (2) cn (3) noomen wij: toegevoegd of geconjugeerd,

Een grafiek met m horizontale rijen geelt horizontaal gelezen een par-
titie in m delen; verticnal gelezen krijgen wig dan een partitlie waar-
van het grootste deel = m,

Stelling 10: Het aant2l poréitics van n in m delen is gelljk aan het

aantal partities van n in delen, waarvan het grootste is m.

Stelling 113 Het =zantal partities van n in ten hoogste m delen 1s ge-

1ijk aan het aantal partitics von n in delen s m.

i

De voortbrengende functic van pn).

Wanncer wij ecn functie P(x) hebben, dic in een machtreeks kan worden
ontwiltle 14 ]

F(x) = Z f(n)x
waarbij de cotfficiént ven x pelijgk is aan cen zekere functie (n) von

de exponent n, dan nocmen wij P(x) de voorthreng
£ 5 J \

ende functie van £(n).

Fuler heeft reeds + 1740 op zecr cenvoudige wijgze de voortbrengende

functie van de partitie-lunctic p(n) gevonden in de uitkomst:

- 1 7 n

P(x) = = 1+ = >(n)x (%)
\ 2 3 A=

(1=x)(1=x") (1= ) oo L, =

Wig zicern de guistherd ven doze uithomast ornmaddelligk uit de machireeks-
centwikkeling der factoren:

-1 2.2 I B e
= XX TS R, = 14X +x‘k1+xﬂ q*qk

- 2 k0 D 0vR o4
(1-%7)7 "= A+xTHx Hx L L, = TS T e et
2 A “ 0 3 Do ~ -
2y -7 5,..0,.9 PR B B B B
(1-x7)7 "= xR L = AT et T T e L

o o

¥ 9 ¢ ¢ 0 0 0 6 > 9 0 06 0 6 0 o

Warmeor wi] deze roeksen vermenigvuldl
n

¥oguist 1 portitic van n, wanncer wij ledore oxXponent van de eersto

zen, dan levert ledere term met

rij in cleminten 1, 1cdere exponent van de tweede rij in elementen 2,
icdere exponent van de derde rij in elementen 3 enz. splitsen,

B.v, de portitic van 10

10 = 3424242+,

2 )

: o - . N B SRR
ontstast bij vermenigvuldiging von x”7 uit de derde rij met x°7°7C uit
de tweede ri] en met xq Uit de cercte rig.,

Men ziet gemakkelijk, d-t icdere partitic van b op zZulk een menier ont-

steat, en wel precies op 1 wijze,
dellijk is vastgesteld.

waarmcde de juistheid van (4) onmid-



-3~

1

Speciasl met behulp van (4) heeft Fuler reeds p(n) bepaald voor ns 2k,

f
In het verloop van de functic p(n) zit op het eerste 00g weilnig regel-

D=1, (2)=2, p(3)=3, n{t)=5, n(5)=T, p(6)=11, p(7)=15, 0(8)=22,
) loopt snel op:
15)=231, p(24)=1570, »(200)=39729990293C8.

Toepassing van de theorie dep voorthrengende [unctlesop €en ander celi-

voudlg probleem,.

Ten einde dit gebruik vor voorthrengende [uncties door een eenvoudly
voorbecld te illustreren, prssen wij deze methode toe op het volgendd
probleems

Gevraagd het aantal oplosgingen in gehele zetallen

fiv

0 van de diophnn-

tische vergelljkinz:
X+ 2y + 32 =n  (bu]

(5)

, dnn zict men onmiddellijk, dat de voort-

Ui

Ncemen wij dit aantnl

()

trengende functie van (n)
oo

Fla) = .

./]

3T g;o r(n) q" (6)

(immcrs 1ederce oplossing KysligsZq VAD () ontstaat op 1 enkelc wijze
uit de vermenlgvuldizing von

~ 1.

(4-1)*4 - deadqoa. k)

(1-0%)7"=
1

(1-q2) "=

Nu is het hij (9) boeel cenvoudie ¥(q) in partifle breuken te splitoon:

B

e 9 0 o o

o
P
O
—
it
Y

7oL 41

(1-0)” (1+2) (1-qc 7 )(1-qe 2 )

S | P P + L — + 1

) , ~ R e~ é?‘ 1 T
Cl1-a)”  4(1-a)°  72(1-0)  C(1+q)  9(1-qe ) 9(1-qu 0 )

©

Nu kan mon zeer cenvoudip ieder doer portifle breuken in cen machtroeis
naar machten van 4 ontwikkelen, 72angenomen dst (g < 1 is. :

Men vindt dance
[atel

> (o+1)(n+2)

—"—"—j——-'—-w— = .
3 5

f(1-gq)> 0=0 12

H(1-a)°



oQ
17 7 7 .o
e(1-q n=0 72
y 2
. n o .n
= £ - -
uz ”|+q> n=0 (—-;D 4
O
2n il
1 A o b
2wl - n=0 h
3 9
G(1-q.e )
Un 771
OO @)
g _ 7 e - .
471 7 n=0 R -
/ 3 9
g{l-ne - )
- ; v e n
tens_otte 1s de cotfficitnt van ¢ n F(c } .
ns_otte is ot fficiint van g in “pﬂﬂl S
Ny 1 noT ol 3 3
n+ n+2 n+ 1 1) & & - + €
(0+1 (n¥2) |, n+1 A7, (-1)", ( )
12 L 72 8 9
,«\2 m - ~
= (n+;, MZ : (:q) + £<(_4)“ cos 27
1e (e 0 © B
-\ 2 n
.~ @ (n+3 7 -1 o2 n .. nw ~
STNPYCRIC=- )G S €D S UYL 2 e
In deze vitkomst zit cchter nog o volgende a2ardigheid verborgen:
| 7 —/l>n 2 n nIT 7 1 »] 20
i - = (-1)" cos = S - 25«3
| -t v g ) s S s qm b gt g = gpea.
hangezien f'n) velgens zijn ontsetronswijze cen geheel getal 18 on
=
Ll+j) l o 5 e
},(h) - =5 <4 is
h1lijkt f£(ov) csnveoudig het gehele getnl te zijn, dat zo dicht mogelijs
a2 ‘
X n- .
bij] L_?%l. is zelegen.
(0+3)° _ 400 1
b.v. voor n is 77 18 5 = —= = 33, dus (17) = 33.

Dergelijke problimen spelen een rol

hoeveel manieren kan
dubbeltjes en kwa-tjes?

Het antweoord 1s:
X+5y+10z+251="100
Voortbrengende func-hie

() -

=
-q” (1-q

(1-a) (1

21 geldwisselproblemen, b.v, oD

cen gulden worden gewlsseld in centen, stulvers,



